Besonderheiten bei gebrochenrationalen Funktionen (356)

Definition:

Eine gebrochenrationale Funktion liegt dann vor, wenn die Variable x im Nenner auftritt.

Allgemeine Form:

_apxPan_ x4 __ ganzrationale Funktion
f(X) T bmx™+byoixm—14 d.h. f<X) " ganzrationale Funktion

ganzrationale Funktion
ganzrationale Funktion

oder auch f(x) = ganzrationale Funktion +

(x—n1)(x—n2)...

(x—d1)(x—dg). it den Nullstellen n;,n,, ...

oder auch f(x) = a-
und den Definitionsliicken dq,d,, ...

Definitionsbereich:

Bei einer gebrochenrationalen Funktion kann der Definitionsbereich eingeschréankt sein. Da die Variable
x im Nenner steht, kann der Nenner fiir bestimmte x-Werte 0 werden, und durch 0 darf bekanntlich
nicht dividiert werden. Diese x-Werte sind also vom Definitionsbereich auszuschliefen. Man erhéalt sie,
indem man den (oder die) Nenner gleich 0 setzt und die entstehende Gleichung(en) nach x auflost. Die
Bestimmung der Definitionsliicken wird tibersichtlich, wenn man den (oder die) Nenner faktorisiert, also
als Produkt schreibt und dann den Satz vom Nullprodukt anwendet, d.h. die einzelnen Faktoren gleich
0 setzt.

Zwei einfache Beispicle: f(x) = 5 = (x+3)l(x_3) D =R\ {-3;3} fx) =205 Dr=R

Verhalten der Funktion an den Definitionsliicken:

Zur Bestimmung des Verhaltens muss zunéchst gepriift werden, ob der Zahler fiir den x-Wert der
Definitonsliicke ebenfalls O wird. Ist das der Fall, dann kann mit dem fiir diese Definitionsliicke verant-
wortlichen Faktor gekiirzt werden. Jetzt gibt es 2 Moglichkeiten:

1. Dieser Faktor ist nach dem Kiirzen im Nenner verschwunden. Es liegt eine hebbare Liicke vor,
zB f(x) =%t =21 =L D, =R\ {-1;1} bzw. nach dem Kiirzen Dy = R \ {—1}.

x2-1 (x+1)(x—1) x+1°

Bei der gekiirzten Funktion hat sich der Definitionsbereich geandert, da eine Definitionsliicke wegge-
fallen ist. Die urspriingliche gebrochenrationale Funktion ist mit der gekiirzten Funktion identisch
bis auf eine Unterbrechung im Funktionsverlauf an der Stelle der Definitionsliicke. Diese Liicke
wird im Schaubild durch ein kleines Quadrat symbolisiert.

2. Dieser Faktor ist nach dem Kiirzen immer noch im Nenner vorhanden oder es konnte gar nicht
gekiirzt werden, da der Zahler fiir den x-Wert der Definitionsliicke gar nicht 0 wird.
Es liegt eine Polstelle vor.

Das Schaubild hat an der Stelle der Definitionsliicke d eine senkrechte Asymptote mit der
Gleichung x = d. Asymptote heiffit “nicht zusammenfallend”. Gemeint ist damit eine Gerade, der
sich eine ins Unendliche verlaufende Kurve annahert ohne sie zu erreichen. Der Funktionswert geht
bei der Annaherung des x-Wertes an die Definitionsliicke gegen + oder —oo. Dabei unterscheidet
man zwischen

(a) Polstelle mit Vorzeichenwechsel

Der Funktionswert geht bei der Annaherung an die Definitionsliicke x = d auf der einen Seite
nach +oo und auf der anderen Seite nach —oo.

Der fiir diese Polstelle verantwortliche Faktor im Nenner tritt (nach dem eventuell méglichen
Kiirzen) als eine Potenz mit einer ungeraden Hochzahl auf.

(b) Polstelle ohne Vorzeichenwechsel
Der Funktionswert geht bei der Annédherung an die Definitionsliicke x = d auf beiden Seiten
nach +oo oder auf beiden Seiten nach —oo.
Der fiir diese Polstelle verantwortliche Faktor im Nenner tritt (nach dem eventuell méglichen
Kiirzen) als eine Potenz mit einer geraden Hochzahl auf.



Verhalten der Funktion fiir x — +oo (andere Schreibweise: |x| — c0):

Wichtig ist hier die Frage nach waagerechten Asymptoten (die schiefen Asymptoten sind nicht
mehr priifungsrelevant!) und Grenzwerten. Zur Beurteilung des Verhaltens miissen (nach dem
Ausmultiplizieren von Zihler und Nenner!) die Terme mit der jeweils hochsten Potenz in Zéhler
und Nenner, also a,x™ und b, x™ herangezogen werden. Man unterscheidet 3 Falle:

l.n<m

Mit betragsmafig grofer werdendem x wachst der Nenner schneller als der Zahler. Der Funktions-
wert ndhert sich deshalb beliebig nahe der Zahl 0, erreicht sie aber nicht. Die x-Achse (Gleichung
y = 0) ist damit eine waagerechte Asymptote der Funktion.

Damit existiert auch ein Grenzwert: Fiir x — oo geht f(x) — 0.

2.n=m

Mit betragsmafBig groBer werdendem x wachsen Nenner und Zahler im Verhéltnis gleich schnell.
Der Funktionswert néhert sich deshalb beliebig nahe dem Quotienten aus den beiden Vorzahlen
p2, erreicht ihn aber nicht. Die Parallele zur x-Achse mit der Gleichung y = B2 ist damit eine
waagerechte Asymptote der Funktion.

an

Damit existiert auch ein Grenzwert: Fiir x — do0 geht f(x) — 2=
3.m>m

Mit betragsmafig grofler werdendem x wachst der Zahler schneller als der Nenner. Der Funktions-
wert geht deshalb gegen + oder —oo. In diesem Fall gibt es keine waagerechte Asymptote.

Hier existiert also auch kein Grenzwert: Fiir x — 400 geht f(x) — +o00 oder —oo.

Das Vorzeichen von oo ist abhéngig von n, m, a, und by,.

Zur mathematisch korrekten Bestimmung des Grenzwertes hilft ausgehend von der urspriinglichen Funk-
tion folgendes Verfahren: Erweitere Zahler und Nenner nach dem Ausmultiplizieren mit dem Kehrwert
der hochsten in der gesamten Funktion vorkommenden Potenz von x. Bilde von der so erhaltenen
Funktion den limes fiir x — +o00 unter Anwendung der Grenzwertsétze.
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f(X) _ 6x*45x7—2x+1 __ 6x74+5x"—2x+1 |
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Beispiel:

6x—2x%+8 - 6x—2x4+8 x%_2+xi4

i 6+%—%+x 6+0-0+0

1im 6 8 = — = —
xoio 8 24 8 0-2+0

Anfertigung einer Skizze
1. Zeichne alle vorhandenen Asymptoten und hebbaren Liicken ein.

2. Bestimme gegebenenfalls die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen und zeichne sie ein.
x-Achse: Zahler = 0 setzen und die Gleichung nach x auflésen. y-Achse: f(0) berechnen.

3. Bestimme fiir alle Polstellen das Vorzeichen des Funktionswertes, indem Du einen Wert, der etwas
grofler als die Definitionsliicke ist und einen Wert, der etwas kleiner als die Definitionsliicke ist,
in die Funktionsgleichung einsetzt und eine Vorzeichenbetrachtung vornimmst. Alternativ kann
nach der Bestimmung des Vorzeichens auf der einen Seite der Polstelle auch die Potenz (gerade =
ohne Vorzeichenwechsel, ungerade = mit Vorzeichenwechsel) des dafiir verantwortlichen Faktors im
Nenner fiir die Bestimmung des Vorzeichens auf der anderen Seite der Polstelle verwendet werden.

Beispiel: f(x) = (xl_zg{(ifé;‘(;?l) D¢ = R\ {—3;1;4}; hebbare Liicke bei x = 1;

Polstelle mit Vorzeichenwechsel bei x = —3 mit senkrechter Asymptote x = —3;
Polstelle ohne Vorzeichenwechsel bei x = 4 mit senkrechter Asymptote x = 4;

doppelte Nullstelle (= Extremstelle!) bei x = 2; £(0) = 1.

Die hochste Potenz (ausmultiplizieren!) im Zahler ist 2, die hochste Potenz im Nenner ist 3, also
ist die x-Achse eine waagerechte Asymptote.

Vorzeichen von f(x) fir x = —-3,1: x—2<0, (x —4)? > 0, (x+ 3) <0, also f(—3, 1) negativ.

Vorzeichen von f(x) fir x = —2,9: x—2 <0, (x —4)%2 > 0, (x+3) > 0, also f(—2,9) positiv.
Vorzeichen von f(x) fir x =3,9: x—2 >0, (x —4)2 > 0, (x + 3) > 0, also £(3,9) positiv.
Vorzeichen von f(x) firx =4,1: x—2 >0, (x —4)2 > 0, (x + 3) > 0, also f(4, 1) positiv.

4. Skizziere das Schaubild.




